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1 Úvod

Fraktálńı geometrie se poprvé objevuje v literatuře v 60. a zejména 70. letech

a záhy si źıskává široké publikum. Nahĺıžeńı na objekty reálného světa jako

na přesně matematicky definované útvary, které ale nesplňuj́ı všechna pravidla

euklidovského prostoru, neustále se větv́ı, transformuj́ı, maj́ı neceloč́ıselnou di-

menzi - a přitom k jejich popisu stač́ı velmi jednoduchý matematický předpis

- bylo revolučńım krokem, kdy tvary začaly být zkoumány z hlediska jejich

komplexnosti namı́sto jejich metrických charakteristik.

V geovědách obecně a v geoinformatice zvlášt’ jsou charakteristiky tvaru esenciálńı

pro celou řadu úloh. Na základě tvaru ř́ıčńıch śıt́ı usuzujeme na podmı́nky je-

jich vzniku, tvarové charateristiky reliéfu použ́ıváme k jeho popisu a na základě

śıdelńı struktury města rozmı́st’ujeme školy, nemocnice, zastávky hromadné do-

pravy apod.

Fraktálńı útvary (jak bude ukázáno dále) jsou invariantńı v̊uči měř́ıtku a po-

skytuj́ı tak unikátńı nástroj k porovnáváńı tvar̊u jen na základě jejich komplex-

nosti, složitosti. Tato práce má za úkol seznámit čtenáře se základy fraktálńı

geometrie, vyṕıchnout jej́ı zvláštnosti a na př́ıkladech ukázat jej́ı užitečnost

při zkoumáńı fenomén̊u z oblasti geověd, obzvláště z oblasti geografie śıdel.

Prvńı kapitola definuje fraktálńı objekty jako protiklad ke geometricky hladkým

objekt̊um. V druhé kapitole je popsáno měřeńı fraktálńı dimenze, třet́ı kapi-

tola se zabývá statistickými metodami, které jsou použity ve třech př́ıpadových

studíıch, popsaných v kapitolách 5, 6, 7.

Prvńı př́ıpadová studie se zabývá možnostmi popisu urbánńıho vývoje města

na základě jeho fraktálńıch charaketristik, druhá př́ıpadová studie zkoumá

možnosti využit́ı fraktálńıch charaketristik k automatické klasifikaci tvar̊u (na

př́ıkladu morfologicky odlǐsných list̊u několika druh̊u rostlin) a třet́ı studie se

snaž́ı aplikovat poznatky z druhé studie na základńı funkčńı plochy města Olo-

mouc, respektive zkoumá, zda-li jejich geometrické charakteristiky poskytuj́ı

dostatek informace k usuzováńı o funkci plochy.
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2 Fraktálńı geometrie

2.1 Geometricky hladké útvary, topologická dimeze

Běžná tělesa a útvary v našem okoĺı se daj́ı popsat nebo zobrazit jako jistý

konečný počet parametr̊u, které tato tělesa charakterizuj́ı. Pro základńı geo-

metrické tvary, např́ıklad pro krychli, kouli, válec, prstenec, úsečku, př́ımku či

rovinu, známe vzorce a vztahy, ze kterých můžeme vypoč́ıtat jejich geomet-

rické charakteristiky, např́ıklad délku, plochu či objem. Tyto veličiny můžeme

spoč́ıtat i pro poněkud složitěǰśı útvary, které vzniknou kombinaćı konečného

počtu elementárńıch útvar̊u. Lze třeba spoč́ıtat délku Bézierovy křivky nebo

objem láhve vzniklé rotaćı této křivky okolo osy rotace. Výsledky jsou nezávislé

na použitých jednotkách (at’ už budeme udávat délky stran v milimetrech

nebo sáźıch, vypočtený objem bude po přepočtu na shodné jednotky u obou

stejný). Všechny tyto útvary maj́ı jednu společnou vlastnost. Každému útvaru

můžeme přǐradit jisté celé č́ıslo, které nazýváme počet rozměr̊u nebo také di-

menze daného útvaru. Takže úsečka, př́ımka či jiná křivka (např́ıklad parabola,

sinusova křivka či Bézierova křivka) má dimenzi rovnu 1. To znamená, že je

jednorozměrná a tud́ıž poloha bodu je na ńı definována pouze jedńım č́ıslem -

souřadnićı. Např́ıklad polohu bodu na sinusovce lze vyjádřit jako:

x = sin(t),

kde t je jediný parametr, který jednoznačně definuje polohu bodu na sinu-

sovce. Hodnota x potom př́ımo udává polohu tohoto bodu. To, že má křivka

dimenzi rovnu jedné neznamená, že je zobrazována v jednorozměrném pro-

storu. Dimenze udává jen počet parametr̊u, které jsou nutné pro definováńı

bodu na křivce. Křivka tedy může být zobrazena v trojrozměrném prostoru,

ale jej́ı dimenze bude jedna, protože poloha bodu na ńı bude definována po-

moćı jednoho parametru. Jediným použitým parametrem je zde opět t, polohu

bodu potom definuj́ı tři souřadnice x,y a z. Také můžeme uvažovat tak, že

pro křivky, které maj́ı dimenzi jedna, je definována jejich délka (která může

být i nekonečná), ale jejich plocha je nulová (jsou nekonečně tenké). Jakákoliv

hladká plocha (kruh, trojúhelńık, n-úhelńık) má dimenzi rovnu 2, to znamená,
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že poloha bodu muśı být definována pomoćı dvou souřadnic. Takto definované

plochy maj́ı určitý obsah, ale jejich objem je nulový, protože maj́ı nulovou

tloušt’ku. Krychle, koule, válec nebo celý běžný prostor kolem nás maj́ı dimenzi

3, protože poloha bodu je v nich jednoznačně určena třemi souřadnicemi. Takto

lze samozřejmě pokračovat dále, ale s daľśımi dimenzemi nemáme zkušenosti.

Z matematického hlediska však neńı velkým problémem definovat např́ıklad

čtyřrozměrnou kouli. Trošku specifickým př́ıpadem je bod, který má dimenzi

0, poněvadž polohu bodu v něm samém neńı třeba určovat žádnou souřadnićı.

Ve všech předchoźıch př́ıpadech jsme mluvili o dimenzi, která je specifikována

celým č́ıslem. Tato dimenze se nazývá dimenze topologická. Pro tyto tělesa,

která můžeme označit jako normálńı nebo běžné, plat́ı, že všechny jejich pa-

rametry mohou být zadány v libovolné jednotce, aniž by se změnily vlastnosti

tělesa. To znamená, že nezálež́ı na měř́ıtku, se kterým se na těleso d́ıváme [43].

2.2 Nekonečně složité útvary, soběpodobnost, Hausdor-

ffova dimeze

Z předchoźı podkapitoly vyplývá závěr, že pro běžné útvary vystač́ıme s di-

menzemi 0, 1, 2 nebo 3. Nicméně pro většinu př́ırodńıch útvar̊u neńı toto

rozděleńı na celoč́ıselné dimenze dostatečné. Klasický př́ıklad takového útvaru

je pobřež́ı ostrova. Můžeme zkusit vypoč́ıtat délku pobřež́ı tohoto ostrova. Je-

li linie pobřež́ı zobrazena na mapě (nebo leteckém sńımku), má tato mapa

určité měř́ıtko, např́ıklad 1: 1 000 000. Pomoćı kruž́ıtka můžeme krokováńım

délku pobřež́ı přibližně zjistit a přepoč́ıtat na kilometry, protože známe měř́ıtko

mapy. Dostaneme-li však k dispozici přesněǰśı mapu, která má měř́ıtko např́ıklad

1: 10 000 a budeme-li opět měřit délku toho samého úseku pobřež́ı, dostaneme

délku odlǐsnou - větš́ı. To znamená, že se změnou měř́ıtka se změnila délka

toho samého objektu - v našem př́ıpadě pobřež́ı. Důvod se zdá být jasný -

při zmenšeńı měř́ıtka vid́ıme i detaily pobřež́ı, které nebyly na mapě s větš́ım

měř́ıtkem viditelné. Samozřejmě, že při cestě pěšky okolo ostrova bude délka

ještě větš́ı, ovšem za předpokladu, že p̊ujdeme přesně na hranici pobřež́ı a nebu-

deme si cestu zkracovat. Se zmenšuj́ıćım se měř́ıtkem by délka dále rostla, a při
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délce měřeńı bĺıž́ıćı se limitně k nule, by délka rostla dokonce až do nekonečna.

Z toho vyplývá, že ostrov o konečné ploše má nekonečnou délku pobřež́ı. Výše

uvedený př́ıklad neńı pouhou myšlenkovou abstrakćı, ale vyskytl se reálně při

měřeńı obvodu ostrova Korsiky [35]. Č́ım byla větš́ı přesnost tohoto měřeńı,

t́ım větš́ı byla naměřená délka. Tato skutečnost nebyla dlouhou dobu známa, a

proto se délky státńıch hranic lǐsily až o násobky očekávaných délek. V dnešńı

době se v moderńıch atlasech délka hranic většinou ani neuvád́ı [43]. Obvod

ostrova Korsiky měřil Richardson [35], který také jako prvńı zjistil, že obvod

ostrova je závislý na délce tyče, kterou se měř́ı. Richardson také empiricky

odvodil následuj́ıćı vztah:

L(G) = MG1−D, (1)

kde L(G) je měřená délak geografické hranice, M a D jsou konstanty a G je

měř́ıtko (ve smyslu délky měřidla) [35]. Délka pobřež́ı se ukázala být závislá

na konstantě D, jej́ıž význam si však Richardson nedokázal vysvětlit. Až

Benôıt B. Mandelbrot dokázal souvislost této konstanty a Hausdorffovy di-

menze [26]. Také délka řek se muśı měřit odlǐsným zp̊usobem, než jaký byl

běžně použ́ıván. Můžeme změřit délku řeky tak, že postupně změř́ıme délku

pravého a levého břehu a výslednou vzdálenost zpr̊uměrujeme. Jak však již

v́ıme, v tomto př́ıpadě by se při velmi přesném měřeńı délka řek pohybovala v

astronomických jednotkách a limitně by se bĺıžila nekonečnu. Jak však intui-

tivně v́ıme, délka řeky nemůže být nekonečná, protože jestliže na řece poplu-

jeme konstantńı rychlost́ı, určitě doplujeme na konec řeky v konečném čase. Je

tedy nutné měřit např́ıklad po pevně daných kroćıch, nebo př́ımo v toku řeky.

Také plocha některých objekt̊u v př́ırodě, které maj́ı konečný objem, může

být nekonečná (nebo až o několik řád̊u větš́ı, než bychom zprvu očekávali).

Např́ıklad povrch planety je teoreticky nekonečný. Zdálky vypadá planeta jako

dokonalá koule (či rotačńı elipsoid). Při určitém přibĺıžeńı rozeznáme vrcholky

hor a velká údoĺı. Při daľśım př́ıbĺıžeńı zjist́ıme, že každá hora je velmi členitá

a jej́ı plocha je obdobně členitá jako povrch celé planety. Každý kámen potom

vypadá jako celá hora, ale je mnohem menš́ı. S touto změnou měř́ıtka můžeme

pokračovat dále až do subatomárńıch struktur. Obrovská je i plocha plic či
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lidského mozku při relativně malém objemu. Ve všech těchto př́ıpadech jde o

praktickou aplikaci fraktál̊u v př́ırodě, kde obecně plat́ı princip úspornosti [43].

Měřeńım délky geometricky hladké křivky, která má dimenzi 1, dostaneme při

měřeńı v r̊uzných měř́ıtkách vždy stejné konečné č́ıslo. Měřeńım délky ostrova

se při zmenšováńı měř́ıtka toto č́ıslo stává nekonečně velkým. Pobřež́ı tedy v

rovině zab́ırá v́ıce mı́sta než hladká křivka. Nezab́ırá však všechno mı́sto (ne-

vyplňuje celou rovinu). Jeho skutečná dimenze je tedy větš́ı než dimenze křivky

(ta je rovna jedné) a současně je menš́ı než dimenze roviny (ta je rovna dvěma).

Z toho jasně vyplývá, že dimenze takového útvaru neńı celoč́ıselná [16]. Toto

neceloč́ıselné č́ıslo se nazývá Hausdorffovou dimenźı. Hodnota Hausdorffovy di-

menze udává, s jakou rychlost́ı délka těchto útvar̊u (či odpov́ıdaj́ıćı veličina při

větš́ım počtu rozměr̊u) roste do nekonečna. Jestliže se bude Hausdorffova di-

menze a topologická dimenze lǐsit velmi málo, bude takový objekt málo členitý.

Bude-li Hausdorffova dimenze ostře větš́ı než dimenze topologická, bude objekt

velmi členitý. Hausdorffova dimenze se někdy nazývá též fraktálńı dimenze [43].

Daľśım pojmem, o kterém se muśıme při popisováńı fraktál̊u zmı́nit, je soběpodobnost.

Soběpodobnost (matematicky se tato vlastnost nazývá invariance v̊uči změně

měř́ıtka) je taková vlastnost objektu, že objekt vypadá podobně, at’ se na něj

d́ıváme v jakémkoliv zvětšeńı. Soběpodobnost je hlavńım znakem fraktálńıch

útvar̊u a většinou je také považována za jejich definici. To nám také pomáhá při

vyhledáváńı fraktálńıch útvar̊u v př́ırodě. Soběpodobný je např́ıklad kámen,

hory, oblaka, stromy, rostliny ale i krátery atd., tedy objekty živé i neživé

př́ırody. Matematicky je soběpodobná množina definována takto: Soběpodobná

množina A n-dimenzionálńıho Euklidovského prostoru En je taková množina,

pro ńıž existuje konečně mnoho kontrahuj́ıćıch zobrazeńı ϕ1...ϕn takových, že

A vznikne jako:

A =
n∪

i=1

ϕiA. (2)

Takto definovaná množina má několik velmi zaj́ımavých vlastnost́ı:

• Soběpodobná množina vzniká opakováńım sebe sama při určité transfor-

maci (změna měř́ıtka, rotace, posunut́ı, zkoseńı).
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• Soběpodobné množiny jsou invariantńı v̊uči změně měř́ıtka. Při libo-

volném zvětšeńı, či zmenšeńı vypadaj́ı podobně.

• Soběpodobná množina vzniká sama ze sebe, respektive vzniká opakováńım

téhož motivu.

Princip opakováńı podobných tvar̊u ve zmenšené podobě je vidět prakticky u

jakékoliv komplexńı, složité struktury, která je vytvářena i pomoćı velmi jed-

noduchých pravidel. Zp̊usob, jakým prob́ıhá větveńı stromů či cév a žil v tělech

živočich̊u, nebo hromaděńı baktéríı a řas v koloníıch, se dá matematicky uspo-

kojivě popsat pouze fraktálńı geometríı. Fraktály však slouž́ı i k modelováńı a

pochopeńı složitých děj̊u, které se odehrávaj́ı v čase, jedná se tedy o jevy dyna-

mické. Při použ́ıváńı pojmu soběpodobnosti si muśıme uvědomit, že se jedná o

podobnost objektu při změně měř́ıtka. Existuje mnoho geometrických útvar̊u,

které jsou podobné (nebo shodné) při aplikaci jiné transformace. Např́ıklad

čtverec je invariantńı v̊uči středovému zrcadleńı, kruh je invariantńı v̊uči stra-

novému zrcadleńı a př́ımka je invariantńı v̊uči posunu ve směru jej́ıho vektoru.

Tato invariance, pokud neńı doprovázena invarianćı v̊uči změně měř́ıtka, v

žádném př́ıpadě nedefinuje fraktál.

Jestliže v́ıme, co je to topologická dimenze a Hausdorffova dimenze, můžeme

zde uvést definici fraktálu tak, jak ji formuloval matematik Benôıt Mandelbrot

[27]:

Fraktál je množina, jej́ı̌z Hausdorffova dimenze je věťśı než di-

menze topologická.

Je nutné poznamenat, že ne všichni matematikové se dnes ztotožňuj́ı s touto

definićı; ve skutečnosti žádná matematicky přesná definice fraktálu (zat́ım)

neexistuje. Pro naše účely je však tato definice dostatečná. Zaj́ımavé také je,

že Hausdorffova dimenze byla známa dlouho před definováńım pojmu fraktál,

ale neměla žádné praktické využit́ı [43].
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3 Měřeńı fraktálńı dimenze

3.1 Geometrie Kochovy vločky

Měřeńı fraktálńı dimenze ukážeme na př́ıkladu tvaru, který představil Helge

von Koch roku 1904 a pro který se vžil název Kochova vločka [1]. Jako i

daľśı matematické fraktály, Kochova vločka vzniká aplikováńım pravidla – ge-

nerátoru - na p̊uvodńı tvar – emphiniciátor. Iniciátor i generátor jsou ukázány

na obr. 1. Iniciátorem je linie o jednotkové délce, generátorem je rozděleńı li-

nie na čtyři shodné části tak, aby ve středu p̊uvodńı lini vznikl rovnostranný

trojúhelńık. Aplikováńım pravidla – generátoru v menš́ım měř́ıtku doćıĺıme

daľśıho ”zesložitěńı”tvaru a celý proces prob́ıhá dále v iteraćıch a bĺıž́ı se k

limitě. Prvńı čtyři iterace tzv. Kochova ostrova jsou ukázány na obr. 2.

Iniciátor

Generátor

Obrázek 1: Iniciátor a generátor pro Kochovu křivku.

Na př́ıkladě Kochovy vločky ukážeme některé problémy, které vedou k po-

chybám o praktickém uplatněńı konceptu euklidovského prostoru a dimenze.

Nejprve spoč́ıtáme délku linie, vytvořeńım opakovaného aplikováńı pravidla.

Délku p̊uvodńı linie – iniciátoru – označ́ıme jako:

L0 = r (3)

Po aplikováńı generátoru dostaneme délku L1, která má 4
3
délky L0:

L1 =
4

3
r (4)
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Obrázek 2: Prvńı čtyři iterace Kochova ostrova.

Daľśı iterace pak dávaj́ı:

L2 =
4

3
L1 = (

4

3
)2r (5)

...

Lk = (
4

3
)kr (6)

Je zřejmé, že jak se k bĺıž́ı limitně k nekonečnu, bĺıž́ı se i délka L k ne-

konečnu.

Nyńı si ukážeme na př́ıkladu Kochova ostrova (obr. 2), že ačkoli je délka

fraktálńıch útvar̊u nekonečná, jejich plochu nabývá reálných hodnot. Koch̊uv

Ostrov je útvar, který vznikne aplikováńı generátoru na rovnostranný trojúhelńık.

Označme A0 plochu trojúhelńıku o straně L0.

A0 = (

√
3

4
)(L0)

2 =

√
3

4
r2 (7)

Při prvńı iteraci, tři rovnostranné trojúhelńıky o straně r
3
jsou přidány ke každé

ze tř́ı p̊uvodńıch stran.

A1 =

√
3

4
r2 + 3 ∗ (

√
3

4

1

3
r2) =

√
3

4
r2 ∗ (1 + 1

3
) (8)
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Při každé iteraci, 3∗4k−1 trojúheńık̊u je přidáno ke stávaj́ıćımi tvaru a celkovou

plochu při k-té iteraci tud́ıž můžeme vypoč́ıst jako:

Ak =

√
3

12
r2(

4

9
)k−1 (9)

Jak ukazuj́ı [1], pokud se k bĺıž́ı limitně k nekonečnu, je celková plocha rovna:

A =
8

5
A0 (10)

Obdobné rovnice prezentuj́ı i [45] a [30]. Pokud chceme vysvětlit paradox

konečného objemu a nekonečné délky, muśıme se vrátit k rovnici (6)

Lk = (
4

3
)kr (6)

Délka L v rovnici (6) je dána č́ıslem kopíı p̊uvodńıho tvaru N , a poměru

zmenšeńı rk, aplikovaného na p̊uvodńı délku r. Tento udává délku kopíı v

Nk-té iteraci. Délka Lk je tedy definována jako:

Lk = Nkrkr (11)

Je zřejmé, že pro Kochovu křivku plat́ı Nk = 4k a rk =
r
3k
.

Iterace Kochova křivka Př́ımka

k Nk rk rk
−1 Nkrk Nk rk rk

−1 Nkrk

0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 4 1
3

3 1,333 4 1
4

4 1

2 16 1
9

9 1,777 16 1
16

16 1

3 64 1
27

27 2,370 64 1
64

64 1

: : :

: : :

: : :

Tabulka 1: vlastnosti Kochovy křivky při změně měř́ıtka.

Jak ukazuj́ı [1] v tab. 1 chováńı Kochovy vločky a př́ımky při zvyšuj́ıćım se

k. Zat́ımco u př́ımky rostou Nk a rk
−1 stejně rychle, u Kochovy vločky roste
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Nk mnohem rychleji. Pokud bychom chtěli předpovědět Nk na základě rk
−1,

je zřejmé ,že bychom museli člen rk
−1 umocnit konstantou D.

Nk = rk
(−1)D = rk

D (12)

Pro př́ımku by bylo D = 1, pro Kochovu vločku by bylo D > 1. Po substituci

Nk = r−D
k do rovnice (11) dostaneme délku vyjádřenou jako:

Lk = rk
(1−D) (13)

Je zřejmé, že D hraje v této rovnici roli dimenze (pokud by bylo D = 1, pak by

výsledkem byla konstanta – tedy př́ıpad např́ıklad př́ımky). T́ım jsme dokázali,

že dimenze Kochovy vločky je větš́ı než 1. Vezmeme-li logaritmus rovnice (12),

můžeme dimenzi vyjádřit jako:

Dk =
log(Nk)

log( 1
rk
)
. (14)

Pro křivku Kochové jsou Nk = 4 a 1
rk

= 3, Hausdorffova dimenze je tedy:

Dk =
log(4)

log(3)
∼= 1, 262. (15)

Tento vzorec lze použ́ıt pro výpočet dimenze jakéhokoli frakrálu, který splňuje

podmı́nku soběpodobnosti a který lze popsat pomoćı iniciátoru a generátoru.

V reálu se ovšem vyskytuj́ı útvary, které nelze matematicky popsat (pobřežńı

linie, śıt’ cév v lidském těle, struktura listu), a tento vzorec tedy nelze použ́ıt.

Tyto útvary sice nemaj́ı exaktńı matematický předpis, přesto maj́ı některé

vlastnosti, které jsou charakteristické pro fraktály - předevš́ım jsou soběpodobné

(při určité mı́̌re generalizace). Různé metody odhadu fraktálńı dimenze reálných

objekt̊u budou popsány v daľśı kapitole.

3.2 Metody odhadu fraktálńı dimenze

Zde popisované metody slouž́ı k určeńı fraktálńı dimenze objekt̊u v obrazových

záznamech. Předpokládaj́ı obrazový soubor, který je složen z pixel̊u. Metoda

box-count se dá použ́ıt pouze pro analýzu binárńıch obrazových záznamů.

Pokud má obrazový záznam hodnoty pixel̊u v odst́ınech šedé (tzv. greyscale
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image), je možné použ́ıt metodu Triangular Prism Surface Area. Při analýze

barevných obraz̊u (vznikaj́ı nejčastěji kombianćı tř́ı obraz̊u v odst́ınech šedé) se

postupuje rozkladem na jednotlivé obrazy v odst́ınech šedé a analýzou každého

z nich samostatně.

3.2.1 Box-Counting Algoritmus

Nejznáměǰśı a nejpouž́ıvaněǰśı algoritmus pro odhad frakrálńı dimenze je zřejmě

box-counting algoritmus. Tato metoda byla také použita při studiu fraktálńıho

chováńı urbánńıch systémů jako prvńı [44]. Základńı princi této metody je

následuj́ıćı: vybereme obdélńıkovou oblast (př́ıpadně čtvercovou) a rozděĺıme ji

na 4n shodných část́ı v n kroćıch. Současně s t́ım, strana obdélńıku je rozdělena

na 2n shodných část́ı [12]. Výpočet fraktálńı dimenze na základě tohoto děleńı

se nazývá box-count metoda [19].

Definice: Předpokládejme, že pro dané ϵ > 0 je sledovaný objekt pokryt

množinou o poloměru maximálně ϵ. Necht’ N(ϵ) je nejmenš́ı č́ıslo takových

množin potřebných pro pokryt́ı celého objektu. Horńı a dolńı box-counting di-

menze objektu jsou definovány respektive k limitám [40]:

d = lim
ϵ→0

log(N(ϵ))

log(1
ϵ
)

a d = lim
ϵ→0

log(N(ϵ))

log(1
ϵ
)

(16)

Pokud jsou obě limity shodné, pak nazýváme jejich společnou hodnotu jako

Box-counting dimenzi sledovaného objektu a označujeme ji d [40].

d = lim
ϵ→0

log(N(ϵ))

log(1
ϵ
)

(17)

Obecný postup při výpočtu box dimenze je následuj́ıćı: nejprve překryjeme

studovaný objekt čtvercem. Tento čtverec určitě neńı prázdný (obsahuje v sobě

studovaný útvar) – počet neprázdných čtverc̊u je tedy 1. Dále čtverec rozděĺıme

na čtyři stejné části (jednu jeho stranu rozděĺıme v polovině) a spoč́ıtáme

počet neprázdných čtverc̊u (neprázdné čtvece jsou ty, které prot́ınaj́ı nebo v

sobě obsahuj́ı část studovaného objektu). Opět provedeme děleńı čtverc̊u a

zjist́ıme počet neprázdných čtverc̊u. Při druhém děleńı bude počet čtverc̊u 42

a délka strany čtverce bude (1
2
)2. Takto budeme pokračovat do té doby, než
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bude p̊uvodńı čtverec rozdělen do 4n část́ı o straně délky (1
2
)n. Např́ıklad [12]

doporučuj́ı jako optimálńı n = 9. V pr̊uběhu výpočtu jsme źıskali n pár̊u údaj̊u

o velikosti strany čtverce a o počtu neprázdných čtverc̊u.

Zjist́ıme, zda tato data splňuj́ı podmı́nku mocninového zákona N(ϵ) ∝ ϵ−D.

Pokud je tato podmı́nka splňena, můžeme usuzovat, že útvar F je fraktálńı.

Jelikož je mocninný zákon lineárlńım vztahem logaritmů [20], tento problém

může být vyřešen zobrazeńım pár̊u dvojic do Richardson-Mandelbrot grafu [9].

Tento graf má na osách vyneseny logaritmy hodnot počtu čtverc̊u a délky jejich

strany. Pokud je trend lineárńı, můžeme předpokládat, že studovaný objekt je

fraktálńı [12]. Pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u aproximujeme body regresńı

liníı. Absolutńı hodnota jej́ıho sklonu je fraktálńı dimenźı studovaného objektu.

Tento algoritmus se použ́ıvá pro odhad dimenze u binárńıch obrazových záznamů,

pro obrazy se škálou barev je nepoužitelný. Je patrné, že tuto metodu lze

rozš́ı̌rit i pro tř́ırozměrný prostor a je tak možné poč́ıtat fraktálńı dimenzi troj-

rozměrných objekt̊u. Tuto metodu implementovali [12] i pro vektorová data ve

formátu .shp a úspěšně použili v software ArcGIS.

3.2.2 Triangular Prism Surface Area (TPSA) Algoritmus

Triangular Prism Surface Area (TPSA) algoritmus [6] uvažuje pixel P v obra-

zovém záznamu v odst́ınech černé a čtvercové prostřed́ı se středem v P a rohy

v pixelech A,B,C,D (obr. 3)

z

y

x

a
b

c

d

p

r

P

A B

CD

Obrázek 3: Schéma TPSA algoritmu (upraveno podle: [22]).

Spojeńım hodnot pixel̊u a,b,c,d,p dostaneme čtyři troj̊uhelńıky, jejichž plo-
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chu spoč́ıtáme. Toto zopakujeme pro každý pixel, který je dostatečně daleko

od okraj̊u obrazu. Unikátńı středové pixely P existuj́ı jen v př́ıpadě, že velikost

čtverce r je liché č́ıslo. Pokud je r sudé č́ıslo, ve středu lež́ı čtyři pixely, jejichž

pr̊uměr jejichž hodnot se dosad́ı za p (metoda, kterou definuje [6] použ́ıvá jiné

hodnoty pro středový pixel).

Je možné definovat osm troj̊uhelńımů namı́sto čtyř přidáńım pixel̊u EFGH

do střed̊u stran AB, BC, CD, DA.

Plochy všech trojúhelńık̊u se sečtou pro daná r a vynesou se do Richardson-

Mandelbrotova grafu, kde sklon regresńı př́ımky proložené body opět udává

fraktálńı dimenzi obrazu. Je zřejmé, že zp̊usob výpočtu plochy trojúhelńık̊u

bude mı́t velký vliv na výslednou fraktálńı dimenzi. Metoda, kterou navrhnul

[6] má v tomto směru několik nedostatk̊u. Tři nové př́ıstupy k výpočtu plo-

chy prizmatu představuje [39]. Založené jsou na alternativńım určeńı pixel̊u

A,B,C,D. Výsledky jsou testovány na př́ıkladu interpertace r̊uzných druh̊u

využit́ı země a v porovnáńı s p̊uvodńım Clarkovým algoritmem poskytuj́ı lepš́ı

výsledky.

Tento algoritmus byl testován jako nejvhodněǰśı pro analýzu smı́nk̊u dálkového

pr̊uzkumu [21] a neustále jsou vyvýjeny nové algoritmy pro zlepšený odhad pa-

rametr̊u této metody.

Metod pro výpočet frakrálńı dimenze je v́ıce, např́ıklad [13] představuj́ı tangen-

tial algorithm, daľśı metody – izarithm a variogram method byly aplikovány na

geografické problémy [14]. Alternativou k box-counting metodě je 2D-variation

procedure algoritmus [8], který je sice méně efektivńı než box-counting metoda,

ale je vhodněǰśı pro diskriminačńı úlohy [22].

Nicméně nejčastěǰśı algoritmy použ́ıvané pro určeńı fraktálńı dimenze jsou

právě box-count algoritmus (určený pro analýzu binárńıch obrazových záznamů,

ale např. software HARFA použ́ıvá obměnu tohoto lagoritmu i pro analýzu

greyscale images [46]) a pro analýzu sńımk̊u DPZ pak TPSA algoritmus.

16



3.3 Implementace v GIS

Z předchoźıho textu je zřejmé, že fraktálńı dimenzi lze exaktně spoč́ıtat pouze

pro matematické fraktály. Centrem zájmu geoinformatických discipĺın jsou

však objekty reálného světa, které nelze přesně matematicky popsat. V minulé

kapitole byly ukázány dvě metody, nejčastěji použ́ıvané pro odhad fraktálńı

dimenze binárńıch (box-counting), respektive greyscale (TPSA) obrazových

záznamů. U obou metod se stanovuje fraktálńı dimenze na základě sklonu re-

gresńı př́ımky proložené daty. Tato regresńı př́ımka může být zat́ıžena chybami

(např́ıkald při př́ılǐs malém velikosti okna) a automatizováńı procedury je tedy

složité.

Nástroje pro výpočet box-counting dimenze implementoval [24] ve formě skript̊u

r.boxcount a r.boxcount.sh do prostřed́ı GRASS GIS. r.boxcount poč́ıtá box-

counting dimenzi binárńıho rastru, včetně odhadu sklonu regresńı př́ımky,

r.boxcount.sh pak poč́ıtá lokálńı box-counting dimenzi a prezentuje ji př́ımo

formou rastrové mapy.

Rovněž SAGA GIS nab́ıźı nástroj pro výpočet box-counting dimenze ve svém

modulu Fractal Dimension of Grid Surface. Výstupem tohoto nástroje je ta-

bulka, udávaj́ıćı počty čtverc̊u a velikost okna. Proložeńı regresńı př́ımky těmito

daty pak umožňuje odhadnout fraktálńı dimenzi, nicméně muśı být provedeno

externě.

Pro analýzu dat DPZ slouž́ı modul ICAMS [33], běž́ıćı na platformách Intergraph-

MGE a Arc/Info, který má implementovány tři metody pro odhad fraktálńı

dimenze – isarithm, variogram, a TPSA. Tento modul nebyl uvolněn pro

veřejnost, ale je možné vyžádat ho od prof. Niny Lam z Louisiana State Uni-

versity.

Rovněž ESRI produkty obsahuj́ı nástroje pro odhad fraktálńı dimenze. Hawths

Tools Analysis for ArcGIS obsahuj́ı nástroj poč́ıtaj́ıćı fraktálńı charakteristiky

liniových či plošných prvk̊u, Patch Analyst (v současné verzi 4) nab́ıźı tentýž
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nástroj pro plošné prvky.

Nedá se hovořit o skutečné fraktálńı dimenzi, protože vzorce, který obě aplikace

použ́ıvaj́ı, nesleduj́ı studovaný útvar v r̊uzných měř́ıtćıch. Jak bylo ukázáno

v předchoźıch kapitolách, sledováńı stejného útvaru v r̊uzných měř́ıtćıch je

přitom základem teorie fraktálńı geometrie. Je lepš́ı proto hovořit o odhadech

složitosti, než fraktálńı dimenze.

Složitost liniového prvku se spoč́ıtá následovně :

D =
log(n)

log(d) + log(L)
,

kde n je počet segment̊u linie, d je vzdálenost mezi prvńım a posledńım bodem

linie a L je celková délka linie.

Složitost plošného prvku se pak vypočte jako:

D =
2 ∗ log(p)
log(A)

,

kde p je obvod polygonu a A je jeho plocha. Je zřejmé, že u protáhlých prvk̊u

s velkým obvodem a malou plochou toto č́ısto může překročit hodnotu 2. Z

hlediska fraktálńı geometrie je toto pro plošné prvky vyloučeno, tud́ıž neńı

vhodné tyto metriky nazývat jako fraktálńı.

Pozn: oba zmı́něné software v př́ıpadě překročeńı hodnoty 2 toto č́ıslo uměle

sńıž́ı na 2.
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4 Metody

4.1 Shapiro-Wilk̊uv test

Shapiro-Wilk̊uv test byl použit pro ověřeńı předpokladu normality rozděleńı

vstupńıch dat. Testována je nulová hypotéza H0 že vzorek x1, ..., xn pocháźı z

populace o normálńım rozděleńı [36]. Testovaćı statistika W se spočte jako:

W =
(
∑n

i=1 aixi)
2∑n

i=1(xi − x̄)2
, (18)

kde xi označuj́ı pořadové statistiky a ai jsou váhy dané vztahem:

(a1, ..., an) =
mTV −1

(mTV −1V −1mT)1/2
, (19)

kde:

m = (m1, ...,mn)
T (20)

a m1, ...,mn jsou očekávané hodnoty pořadových statistik nezávislého prostého

náhodného výběru s normálńım rozděleńım N(0, 1) o rozsahu n a V je kova-

riančńı matice těchto hodnot.

Nulová hypotéza bývá zamı́tnuta při malém W .

4.2 Kruskal-Wallis̊uv test

Kruskal-Wallis̊uv test je jednou z mnoha obměn statistické metody ANOVA.

Jeho ćılem je zjistit, zda se mediány populaćı mezi skupinami lǐśı [23]. Jedná se

o neparametrickou metodu, kterou je vhodné použ́ıt namı́sto klasické ANOVY,

jsou-li předpoklady normality silně porušeny. Tato metoda je identická s me-

todou ANOVA s t́ım rozd́ılem, že data jsou nahrazena svým pořad́ım.

Postup testováńı Kruskal-Wallisovým testem je následuj́ıćı:

• Určeńı pořad́ı všech dat ve všech skupinách. Data jsou označena 1, ..., N a

členstv́ı do skupin je ignorováno. Data se stejnou hodnotou jsou označena

pr̊uměrem pořad́ı, které by obdržela, pokud by nebyla shodná.

• Testovaćı statistika je dána:

K = (N − 1)

∑g
i=1 ni(r̄i − r̄)2∑g

i=1

∑ni

j=1(rij − r̄)2
, (21)
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kde ni je počet pozorováńı ve skupině i, rij je pořad́ı pozorováńı j ze

skupiny i, N je celkový počet pozorováńı např́ıč všemi skupinami, r̄i =∑ni
j=1(rij)

ni
a r̄ = 1

2
N

• p-hodnota je vypočtena jako P (χ2
g−1 ≥ K)

4.3 Diskriminačńı analýza

Diskriminačńı analýza se zabývá otázkou, nakolik je př́ıslušnost jednotky k

určité skupině ovlivněna veličinami, popisuj́ıćımi tuto jednotku [10], respek-

tive zkoumá schopnost sledovaných proměnných přispět k odlǐseńı jednotlivých

skupin jednotek v souboru.

Tuto souvislost lze též chápat jako určité pravidlo, vedoućı k zařazeńı jedno-

tek v souboru do skupin na základě zjǐstěných hodnot několika kvantitativńıch

proměnných [17]. Diskriminačńı analýza tedy směřuje ke klasifikaci jednotek s

neznámou skupinovou př́ıslušnost́ı.

Základem Fisherova pojet́ı diskriminačńı analýzy je nelézt takovou lineárńı

kombinaci p sledovaných proměnných , tedy Y = bTx, kde bT = [b1, b2, ..., bp]

je vektor parametr̊u, aby lépe než jakákoli jiná lineárńı kombinace separovala

uvažovaných H skupin v tom smyslu, že jej́ı vnitroskupinová variabilita bude

co nejmenš́ı a meziskupinová variabilita co největš́ı [17].

Největš́ı meziskupinové a nejmenš́ı vnitroskupinové variability veličiny Y dosáhneme

zřejmě při maximalizaci pod́ılu

F =
QB(Y )

QE(Y )
=

bTBb

bTEb
, (22)

kde maticeB vyjadřuje vnitroskupinovou variabilitu, matice E vyjadřuje mezi-

skupinovou variabilitu a součty čtverc̊u QB(Y ) a QE(Y ) tedy představuj́ı mı́ru

meziskupinové a vnitroskupinové variability pro novou veličinu Y. Předpokládejme,

že populace je rozdělena do H ≥ 2 skupin a že rozděleńı v́ıcerozměrné náhodné

veličiny x ve dvou skupinách je v́ıcerozměrné náhodné s vektory středńıch hod-

not µ1 a µ2 a shodnými kovariančńımi maticemi Σ.

Za předpokladu v́ıcerozměrné normality a shody kovariančńıch matic lze obecné
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lineárńı diskriminačńı kritérium pro př́ıpad H skupin zapsat jako:

xTΣ−1µh −
1

2
µh

TΣ−1µh + lnπh, h = 1, 2, ..., H., (23)

kde µh jsou vektory středńıch hodnot a πh je rozsahu skupin odpov́ıdaj́ıćı apri-

orńı pravděpodobnost př́ıslušnosti jednotky k určité skupině. Celé odvozeńı

vztahu je možné nalézt např́ıklad v [17].

Jednotka neznámého p̊uvodu s hodnotami pozorovaných proměnných x je

zařazena do skupiny s nejvyšš́ı hodnotou diskriminačńıho kritéria (rovnice 22).

Neznámé vektory středńıch hodnot je třeba odhadnout vektory výběrových

pr̊uměr̊u a kovariančńı matice společnou výběrovou kovariančńı matićı, apri-

orńı pravděpodobnsoti jsou odhadnuty výběrovými pod́ıly jednotlivých skupin.

4.3.1 Předpoklady diskriminačńı analýzy

• Rozsah vzorku: vzorky odlǐsných rozsah̊u jsou př́ıpustné. Doporučený

rozsah nejmenš́ıho vzorku je alespoň 20 [32].

• Rozsah vzorku: existuje předpokald v́ıcerozměrného normálńıho rozděleńı.

Pokud je ale nenormalita zp̊usobena zešikmeńım rozděleńı a ne odlehlými

hodnotami, testy signifikance podávaj́ı bez ohledu na nedodržeńı předpokladu

normality dobré výsledky [41].

• Homogenita kovariančńıch matic: diskriminančńı analýza je velmi

citlivá na heterogenitu kovariančńıch matic.

• Odlehlé hodnoty:Odhledlé hodnoty se výrazně projevuj́ı jak při výpočtu

vektor̊u středńıch hodnot µh, tak na rozptylu. Je dobré proto před započteńım

analýzy tyto hodnoty identifikovat a vyřadit.

• Multikolinearita: je-li jedna proměnná silně korelovaná s jinou (jebo

je-li jej́ı funkćı), může to vyústit v př́ıpad, kdy matice nebude mı́t je-

dinečné diskriminačńı řešeńı [32]. Proto je vyžadována ńızká multikoli-

nearita nezávislých proměnných.
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4.4 Analýza klasifikačńımi stromy

Základem analýzy pomoćı klasifikačńıch stromů je předpověd’ př́ıslušnosti prvku

k jedné z předem definovaných tř́ıd na základě sledovancýh proměnných [3].

Klade si tedy stejné ćıle jako diskriminačńı analýza, narozd́ıl od ńı však ne-

hledá lineárńı kombinaci vstupńıch proměnných takovou, která by co nejlépe

separovala jednotlivé tř́ıdy, ale vytvář́ı sktrukturu binárńıho stromu, který ob-

sahuje pravidla pro zařazeńı objekt̊u do tř́ıd.

Celá procedura je velice složitá a sestává z mnoha krok̊u. Proto zde bude pre-

zentován jen jej́ı zjednodušený náhled.

• Všechna data jsou přǐrazena k prvńımu uzlu stromu.

• Je nalezena taková proměnná, která nejlépe separuje data na dvě části

a data jsou rozdělena do dvou skupin.

• krok 2 je opakován pro každou ze skupin do té doby, než je překročena

minimálńı velikost skupiny, nebo již nemůže být děleńım dosaženo lepš́ı

separace.

Takto vytvořený strom může být velice složitý a proto je často potřeba ho

zjednosušit. Jsou proto odstraněnny některé větve stromu a to podle pravidla,

že vždy je odstraněna ta větev, která nejméně přisṕıvá k celkové úspěšnosti

předpovědi. Tato procedura opět prob́ıhá iterativně, dokud se nedosáhne určit́ıho

kritéria.

Kritérium pro děleńı je zpravidla založeno na entropii [38].
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5 Př́ıpadová studie 1: Fraktálńı charakteris-

tiky urbánńıho r̊ustu

V prvńı př́ıpadové studii byl zkoumán r̊ust města z pohledu jeho fraktálńıch

charakteristik. Na základě leteckých sńımk̊u z let 1926 až 2006 byly určeny hra-

nice města Olomouce a tato data pak byla zkoumána pomoćı nástroj̊u fraktálńı

geometrie.

Olomouc je v mnoha aspektech ideálńım městem pro studium urbánńıho r̊ustu.

Se svým centrem na vyvýšenině nad řekou Moravou, obklopen ńıžinou Horno-

moravského Úvalu, jeho r̊ust byl v minulosti jen minimálně limitován reliéfem.

Pro svou historickou d̊uležitost bylo město opevněno a v minulosti nedocházelo

k pobořeńı města, což by mělo za následek rozsáhlé přestavby. Během 16. až

19. stolet́ı bylo město mohutně opevněno a město si drželo sv̊uj tvar až do

roku 1886, kdy byly hradby strženy [42]. Po stržeńı hradeb se město začalo

rozr̊ustat a spojovat s okolńımi osadami. Tento vývoj je dobře zaznamenán na

leteckých sńımćıch, které byly v této práci použity.

Jak plocha, tak obrys města byl podroben analýze za účelem zhodnotit složitost

tvar̊u v jednotlivých časových okamžićıch. Výsledky pak byly podrobeny gra-

fické analýze a na základě ńı byly učiněny závěry o možném daľśım vývoji

mesta.

5.1 Metody

Jak bylo řečeno, na základě leteckých sńımk̊u byla určena hranice města. [1]

ve své knize Fractal Cities: A Geometry of Form and Function tvrd́ı, že
”
Při

definováńı fyzické formy města, jeho okraj či hranice jsou t́ım nejzjevněǰśım

ukazatelem jeho velikosti a tvaru“. Samotný pojem hranice města je velmi

vágńı a je třeba jej přesněji definovat.

Jako město byly na leteckých sńımćıch identifikovány:

• Veškeré zastavěné plochy - tedy plochy obytné, pr̊umyslové apod.
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• Všechny plochy, které sice nejsou zastavěné, ale jsou zcela obklopeny

zastavěným územı́m - parky, dopravńı plochy apod.

• Územı́, která nejsou zastavěna, ale jsou od volné krajiny nějak oddělena

- zahrady, sady, oplocené pole přiléhaj́ıćı př́ımo k městu.

• Zahrádkářské a rekreačńı objekty

Tyto objekty byly identifikovány na leteckých sńımćıch z let 1926, 1971, 1978,

1991, 2001, 2003 a 2006. Terénńı pr̊uzkum byl použit tam, kde nebylo možné

určit hranici města jen na základě leteckých sńımk̊u. Zájmové územı́ tvoř́ı

současné územı́ města Olomouc bez osad, od Olomouce oddělených volnou kra-

jinou (Svatý Kopeček, Samot́ı̌sky, Křelov). Byly tedy zmapovány i osady, které

na počátku mapováńı nebyly připojeny územně k Olomouci, ale v současnoti

jejich zástavba plynule přecháźı v zástavbu města Olomouce (Slavońın, Ho-

lice).

Digitalizace byla provedena v ESRI ArcGIS Desktop ve verzi 10. Výsledky

byly uloženy ve formě binárńıho obrazového záznamu; pro každý rok vznikly

dva obrazové záznamy - plocha města a hranice města (viz. obr. 5).

Vzhledem k tomu, že povaha sledovaného jevu (př́ıtomnost městského pro-

storu) je dichotomická, byla jako vhodná metoda vybrána metoda box-counting

(viz kapitola 3.2.1). Nástroje pro výpočet box-counting dimenze jsou zabu-

dovány v celé řadě nekomerčńıch software pro analýzu obrazových záznamů.

Pro analýzu fraktálńıch charakteristik byl použit software Fractalyse1, což

je volně dostupný produkt pro fraktálńı analýzu obrazových záznamů. Pro

všechny dané roky byla vypočtena fraktálńı dimenze plochy, kterou město

zab́ırá, a hranice města metodou box-counting.

Současně s fraktálńımi charakteristikami byly vypočteny i celkový obvod a

plocha města v daný rok.

1http://www.fractalyse.org/
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Obrázek 4: Porovnáńı velikosti města Olomouc v letech 1926 a 2006.

5.2 Pracovńı hypotéza

Při analýze fraktálńıch charakteristik urbánńıho vývoje města Olomouc se stu-

die zaměřila na následuj́ıćı aspekty:

• Jak se měńı komplexnost města v čase?

• Je možné tento vývoj nějak popsat?

• Je možné předpovědět vývoj města na základě těchto údaj̊u?

Zaj́ımavou analogii mezi tvarem raně novověkých pevnost́ı a Kochovy vločky

ukazuj́ı [1] (viz obr. 6). S ohledem na historický vývoj města Olomouc [42] a na

jeho status jedné z nejvýznamněǰśıch pevnost́ı na Moravě, je zaj́ımavé sledovat,

zda se fraktálńı dimenze tvaru města bĺıž́ı fraktálńı dimenzi Kochovy vločky.

Na obr. 4 si vizuálně můžeme ověřit, že tvar městské zástavby Olomouce má

přibližně hvězdicový tvar, a fraktálńı dimenze jeho obvodu by se tedy měla

bĺıžit hodnotě 1,62 , což je fraktálńı dimenze Kochovy křivky.
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Obrázek 5: Hranice města Olomouc a jeho zastavěné územı́ v roce 1978.

5.3 Výsledky

Nejprve okomentujme r̊ust města Olomouce v čase tak, jak se jev́ı z leteckých

sńımk̊u. Historické centrum města, vymezené rozsahem městského opevněńı, je

obehnáno pásem park̊u, za nimiž následuj́ı vily a městské rodinné domy. Tento

stav sledujeme už na sńımku z roku 1926. Vzhledem k tomu, že sńımkováńı z let

1953-4 se nepodařilo poř́ıdit v kompletńım geografickém rozsahu, daľśı sńımky

pocházej́ı až z let 1971, respektive 1978 a ukazuj́ı mohutný r̊ust, který nastal v

okrajových částech města, a který nebylo možné sledovat postupně. Zejména

na jihu města došlo k dramatické výstavbě panelových domů, a všechny osady,

které byly ve 20. letech samostatné, jsou už územně spojeny s Olomoućı (Neřed́ın,

Slavońın, Holice apod.) Růst panelové zástavby pokračuje do 80. let. V 90. le-

tech se r̊ust zpomaluje (plocha města se od roku 1991 po současnost zvětšila

o necelé 2 km2). Po roce 2000 pak sledujeme sṕı̌se než výstavbu ploch bydleńı

budováńı plošně rozsáhlých nákupńıch zón a logistických center, opět na jihu

města.
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Obrázek 6: Podobnost Kochovy vločky a ideálu městského opevněńı (dle [4],

upraveno).

Výsledky fraktálńı analýzy jsou uvedeny v tabulce 2.

Z tabulky je zřejmé, že jak plocha, tak jej́ı fraktálńı dimenze se v čase zvyšuj́ı.

Obvod (a jeho fraktálńı dimenze), na druhou stranu, nemaj́ı jasně patrný trend.

Zat́ımco u obvodu nejsme schopni žádný trend určit, fraktálńı dimenze obvodu

se bĺıž́ı hodnotě 1,72. S výjimkou roku 1926, kdy suburbánńı zázemı́ Olomouce

bylo tvořeno řadou odlehlých osad, všechny ostatńı hodnoty se pohybuj́ı kolem

zmı́něných 1,72. Jak jsme ukázali v kapitole 3.1, vločka Kochové má fraktálńı

dimenzi 1,62 , což je hodnota, která se př́ılǐs nelǐśı od zde vypočtených 1,72.

Hvězdicový tvar současného zastavěného územı́ však nevznikl jen v d̊usledku

ovlivněńı p̊uvodńı bastionovou pevnost́ı. Na obr. 4 můžeme srovnat stav za-

stavěného územı́ v letech 1926 a 2006. Je vidět, že r̊ust města byl realizován

primárně ve směru stávaj́ıćıh osad.

Bylo zjǐstěno, že fraktálńı dimenze plochy města je př́ımo úměrná velikosti

zastavěné plochy. S rostoućı plochou se tedy tvar, který město v prostoru

zauj́ımá, zesložit’uje. Toto je známý fakt, který byl pozorován na př́ıkladech

Londýn (fraktálńı dimenze vzrostla z 1,332 v roce 1820 na 1,791 v roce 1962)

či Berĺına (nár̊ust z 1,43 na 1,69 mezi lety 1875 a 1945) [34].

Vzhledem k tomu, že tato závislost je lineárńı, je možné předpovědět, jak bude
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Rok Plocha (km2) Dplocha Obvod (km) Dobvod

1927 10,485 1,683 106,57 1,363

1971 21,188 1,758 116,61 1,284

1978 23,780 1,780 117,14 1,285

1991 28,028 1,808 108,12 1,268

2001 28,726 1,813 112,29 1,274

2003 29,064 1,816 111,28 1,272

2004 29,639 1,816 112,36 1,272

Tabulka 2: Naměřené charakteristiky zastavěného územı́ města Olomouc.

komplexnost města r̊ust s pokračuj́ıćım r̊ustem města. Závislost mezi plochou

a jej́ı fraktálńı dimenźı může být vyjádřená následuj́ıćı rovnićı:

D = 1.609103 + 0.007081 ∗ Plocha.

V kapitole 2.2 bylo ukázáno, že fraktály maj́ı Hausdorffovu dimenzi ostře

menš́ı než dimenzi topologickou. Pro tvary v ploše to tedy bude dimneze

menš́ı než č́ıslo 2. Z výše uvedeného vztahu můžeme odvodit, že aby fraktálńı

dimenze Olomouce byla rovna dvěm, muselo by město zab́ırat plochu 55,2

km2. Vzhledem k tomu, že současná plocha zastavěného územı́ je pouze 29,6

km2, čili něco v́ıce než polovina vypočtené plochy odpov́ıdaj́ıćı dimenzi rovné

dvěma, nelze spolehlivě předpovědět, jaký bude daľśı vývoj městské výstavby.

Za předpokladu, že vztah mezi plochou a jej́ı fraktálńı dimenźı bude nadále

lineárńı, lze navrhnout dva možné scénáře:

• Plocha 55,2 km2 je kritická hodnota, které město nikdy nedosáhne, r̊ust

se zastav́ı před t́ım, než město dosáhne této velikosti.

• Jakmile město dosáhne plochy 55,2 km2, jeho komplexnost v ploše se

nebude moci dále zvětšovat a r̊ust tedy bude prob́ıhat ve třet́ı dimenzi

- výstavbou výškových domů, přičemž fraktálńı dimenze i plocha města

dále porostou.

Dimenzi rovnou dvěma maj́ı pouze geometricky hladké útvary, tedy např́ıklad

čtverec nebo kruh, přičemž můžeme tvrdit, že město by obsadilo sṕı̌se tvar
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kruhu než čtverce. Kruh s plochou 55,2 km2 má poloměr cca 4,2 km2, přičemž

vzdálenost z centra Olomouce na okraj jeho nejvdáleněǰśıch část́ı je v současnosti

přibližně 4 km2. Z toho lze dovodit, že jakýkoli daľśı r̊ust města se bude

odehrávat ve vzdálenosti maximálně 4,2 km2 od centra města a že výstavba

se bude odehrávat tak, aby vyplnila kruhový prostor.

Naopak fraktálńı dimenze obvodu tohoto tvaru z̊ustává přibližně stejná (s

výjimkou prvńıho roku, kdy byl Olomouc oddělen od řady osad, kteté jsou

dnes jeho součást́ı). Žádný geometricky hladký útvar nemůže mı́t plochu s di-

menźı celoč́ıselnou (v tomto př́ıpadě 2) a zároveň mı́t obvod s dimenźı fraktálńı

(1,272). Proto se můžeme přiklonit prvńı hypotéze, a to sice, že město Olo-

mouc nikdy nedosáhne plochy, která by odpov́ıdala dimenzi 2 (při zachováńı

lineárńı závislosti mezi plochou a jej́ı fraktálńı dimenźı).

Proti tomuto tvrzeńı je výzkum [1], kteř́ı ukázali, že fraktálńı dimenze městského

okraje města Cardiff se zmenšila mezi lety 1886 a 1996. I u Olomouce pozoru-

jeme zmenšeńı fraktálńı dimenze mezi lety 1926 a 2006, nicméně obr. 8 uka-

zuje, že s výjimkou roku 1926 z̊ustává fraktálńı dimenze okraje města přibližně

stejná. Z dostupných dat nelze spolehlivě určit, jestli je trend hyperbolický,

lineárně sestupný, nebo konstantńı v čase a údaj z roku 1926 je jen odlehlou

hodnotou.

Vztahy mezi časem, plochou zastavěného územı́, respektive obvodu hranice

města a jejich fraktálńı dimenźı jsou souhrně zobrazeny na obrázńıch 7 a 8.
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Obrázek 7: Vztahy mezi plochou města, jej́ı fraktálńı dimenźı a časem
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Obrázek 8: Vztahy mezi délkou hranice města, jej́ı fraktálńı dimenźı a časem

5.4 Diskuze

Fakt, že fraktálńı dimenze je validńı ukazatel urbánńıho r̊ustu je dobře známý

[1]. V této studii jsme ukázali, že fraktálńı dimenze může být použita nejen

k popisu urbánńıho vývoje v minulosti, ale že může sloužit i jako nástroj pro

předpov́ıdáńı chováńı tohoto systému v budoucnosti. Ukázali jsme, že exis-

tuje lineárńı závislost mezi velikost́ı zastavěné plochy a jej́ı fraktálńı dimenźı.

Zároveň jsme ukázali, že totéž neplat́ı pro obvod a jeho fraktálńı dimenzi, re-

spektive, že zat́ımco komplexnost plochy, kterou město vyplňuje, v čase roste,

komplexnost obvodu města z̊ustává stejná. Toto je d̊uležitý poznatek, protože

ačkoli během 80 let, ve kterých jsme urbánńı systém města Olomouce sledo-

vali, se vystř́ıdalo mnoho r̊uzných př́ıstup̊u k výstavbě města, tyto zákonitosti

z̊ustávaly v čase neměnné.

Dále jsme na základě těchto zákonitost́ı předpověděli plochu, která by od-

pov́ıdala stavu, kdy plocha městské zástavby bude mı́t fraktálńı dimenzi rovnu

dvěma. Nicméně taková fraktálńı dimenze ještě nebyla u žádného města pozo-

rována. Nejvyšš́ı fraktálńı dimenze byly pozorována u Pekingu, a to 1,96. [12].

Zároveň všam muśıme podotknout, že r̊ust města je realizován i ve vertikálńı

dimenzi, s č́ımž současné analýzy nepoč́ıtaj́ı. Vertikálńı r̊ust je sice oproti ho-

rizontálńımu minimálńı, ale pro korektnost by s ńım mělo být poč́ıtáno.

Fraktálńı dimenze může být užitečným nástrojem pro územńı plánovače, protože

poskytuje jednoč́ıselný, lehce interpretovatelný popis složitosti tvar̊u. Na dru-

hou stranu, možnosti predikce vývoje jsou velmi malé a omezené na simu-

lace takových fraktálńıch struktur, které lze popsat matematickým předpisem.
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Řešeńım by mohlo být provedeńı mnoha simulaćı ( např́ıklad použit́ım ce-

lulárńıch automat) a vybráńı toho řešeńı, které poskytuje nejlepš́ı výsledky s

ohledem k předpov́ıdané komplexnosti budoućıho tvaru městské zástavby.

Vyhledem k tomu, že studie bylo provedena na základě dat z jednoho jediného

města, výsledky a závěry zde prezentované nemuśı být obecně aplikovatelné.

Zejména u měst, které vznikaly za úplně odlǐsných historických podmı́nek v

odlǐsném geografickém prostřed́ı by mohly být zde prezentované závislosti ne-

platné.

Trend rostoućı složitosti města, pozoravaný jak zde, tak i u daľśıch měst (viz.

[1], [34]) je však univerzálńım pravidlem, které by mělo být aplikovatelné na

jakémkoli śıdle.

Kromě samotného software, v němž je analýza prováděna (viz kapitola 8.1)

je ještě jeden faktor, který má vysoký vliv na výsledky analýzy, a to velikost

zájmového územı́.

Rozsah zájmového územı́ definuje prostor, ve kterém se město může vyvýjet

a také, které ośıdleńı budou do analýzy zahrnuty. Pokud bude zájmové územı́

zmenšeno, budeme nutné vyřadit i některá z okolńıch ośıdleńı. Tato ośıdleńı

mohou mı́t aktivńı vliv na r̊ust města - město se může vyv́ıjet v jejich směru,

tak jak to bylo pozorováno mezi lety 1926 a 1971 na leteckých sńımćıch.

Výsledná fraktálńı dimenze pak bude vyšš́ı. Naopak pokud bude zájmové územı́

zvětšeno, bude nutno zahrnout do analýzy všechny śıdla v novém rozsahu. Tato

śıdla nemuśı mı́t žádný vliv na urbánńı vývoj města, ale po provedeńı analýzy

by vypočtená fraktálńı dimenze byla nižš́ı.

Je tedy nutné správně určit geografický rozsah analýzy. V této studii byla

vybrána ta śıdla, které se eventuelně prostorově spojila s Olomoućı. Předpokládáme,

že u ostatńıch śıdel v okoĺı Olomouce je jejich urbánńı vývoj ovlivňován Olo-

moućı a ne naopak. Tedy že Olomouc se nebude vyv́ıjet ve směru těchto ośıdleńı

(např́ıklad Bystrovany, Křelov, Samot́ı̌sky).

Zahrnut́ı nových ośıdleńı by mělo mı́t vliv pouze na fraktálńı dimenzi za-
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stavěného územı́, ne na fraktálńı dimenzi hranice zastavěného územı́ - ta by

měla z̊ustat stejná.

Prezentované výsledky o maximálńı ploše, kterou může město zauj́ımat jsou

tedy aplikovatelné jen v idealizovaném světě, kde r̊ust města neńı ovlivňován

okolńımi śıdly a neńı výrazně limitován reliéfem. Přednesená hypotéza, že

město se v čase snaž́ı obsadit plochu co nejpodobněǰśı kruhu dává smysl i

s ohledem na minimalizaci výdaj̊u.

5.5 Závěr

Studie se zaměřila na fraktálńı analýzu urbánńıho r̊ustu města Olomouc mezi

lety 1926 a 2006. Byla měřena fraktálńı dimenze zastavěného územı́ a rovněž

fraktálńı dimenze okraje města. Výsledky jasně ukazuj́ı, že fraktálńı dimneze

zastavěného územı́ s časem a plochou roste. Tedy č́ım je město větš́ı, t́ım je

vyšš́ı jeho složitost a t́ım v́ıce se bĺıž́ı geometricky hladkému útvaru, jakým

je např́ıkald kruh. Naopak při sledováńı změny fraktálńı dimenze městského

kraje v čase nemůžeme učinit jednoznačný závěr. Zřejmé je, že data z let 1971

až 2006 ukazuj́ı konstantńı trend s hodnotou bĺızkou 1,72. To je hodnota bĺızká

fraktálńı dimenti Kochovy vločky.

Jsou předneseny závěry týkaj́ıćı se pozorovaných trend̊u a jejich možné inter-

pretace. Je zmı́něna možnost využit́ı fraktálńı dimneze při územńım plánováńı.

Rovněž je poukázáno na možné nedostatky přednesených závěr̊u a čtenáři je

doporučeno, aby nahĺıžel na prezentované závěry a interpretace kriticky.
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6 Př́ıpadová studie 2: Fraktálńı charakteris-

tiky morfologie list̊u jako podklad pro klasi-

fikaci geodat

Ćılem studie je vyzkoušet možnosti automatické klasifikace založené na fraktálńıch

charakteristikách tvar̊u. Vstupńımi daty analýz byly listy sedmi druh̊u rost-

lin, běžně se vyskytuj́ıćıch v podmı́nkách ČR. Těchto sedm druh̊u patř́ı do

tř́ı čeled́ı, které se od sebe výrazně lǐśı, co se týká morfologie tvaru list̊u. Je

vhodněǰśı použ́ıt tento studijńı materiál než geografická data, nebot’ je předem

exaktně známo rozděleńı do tř́ıd a rovněž je možné lehce poř́ıdit velké množstv́ı

kvalitńıch dat. Až pokud se na těchto datech prokáže, že fraktálńı charakteris-

tiky mohou sloužit k účel̊um automatické klasifikace objekt̊u, je možné použ́ıt

tyto poznatky na geografická data.

6.1 Data a jejich zpracováńı

Pro účely diplomové práce byly zap̊ujčeny herbářové položky od Katedra bo-

taniky Př́ırodovědecké fakulty UP. Bylo vyp̊ujčeno celkem přes 140 list̊u rost-

lin, řad́ıćıch se do čeled́ı Blechnaceae, Dryopteridaceae a Rosaceae. Konkrétně

šlo o druhy: Blechnum spicant (Blechneaceae), Dryopteris carthusiana (Dry-

opteridaceae), Dryopteris filix-mas (Dryopteridaceae), Polystichum aculeatum

(Dryopteridaceae), Alchemilla vulgaris (Rosaceae), Rubus wimmerianus (Ro-

saceae), Fragaria moschata (Rosaceae).

Všechny listy byly naskenovány následovně upraveny tak, aby vznikly černob́ılé

obrazové záznamy. Na jednom z nich je celý list, na druhém jen jeho kostra,

skelet.

Zastoupeńı druh̊u v každé čeledi nebylo stejné, stejně tak počet pozorováńı byl

rozd́ılný u každého druhu, jak ukazuje tabulka 3.

K dispozici tedy byla informace o prostoru, který každý list zab́ırá (obrázek

9 uprostřed) a o vnitřńı struktuře listu (obrázek 9 vpravo). Tyto dvě infor-

mace pak byly zkoumány metodou fraktálńı analýzy. Opět bylo použito me-
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Čeled’ Druh Počet list̊u

Blechneacea Blechnum spicant 15

Dryopteriacea Dryopteris carthusiana 19

Dryopteris filix-mas 17

Polystichum braunii 18

Roseacea Alchemilla 21

Fragaria 21

Rubus 22

Tabulka 3: Počet pozorováńı ve čeled́ıch a druźıch

Obrázek 9: Vstupńı data analýz - p̊uvodńı sken, úprava na černob́ılý obraz,

skelet listu (zleva doprava)

tody box-counting v programovém prostřed́ı Fractalyse. Nebyly měřeny žádné

daľśı charakteristiky list̊u. Použ́ıváńı kvantitativńıch charakteristik v morfo-

metrii a taxonomii je dobře zdokumentované a úspěšné (za všechny např́ıklad

[10]). Ćılem této úlohy je ověřit, zda i samotné charakteristiky tvaru a komlex-

nosti (ne metrická měřeńı) mohou přispět k úspěšnému rozlǐseńı mezi několika

tř́ıdami, respektive k zařazeńı do správné tř́ıdy. Touto tématikou se už dř́ıve

zabývala řada výzkumńık̊u, např́ıklad [2] ve velmi komplexńı studii ukázal

užitečnost fraktálńı dimenze při popisu tvaru list̊u, nicméně jeho výsledky se

oṕıraj́ı o řadu daľśıch charakteristik, včetně metrických. V jiné studii zkoumá

[25] listy vinné révy jen z pohledu jejich fraktálńı dimenze s uspokojuj́ıćımi

výsledky, nezabývá se ale možnostmi klasifikace.

Tato studie má za úkol ukázat, že i pouhé dvě fraktálńı charakteristiky - kom-

plexnosti zauj́ımané plochy v prostoru a komplexnost skeletu listu - v sobě

ukrývaj́ı dostatek informace k úspěšné klasifikaci list̊u do př́ıslušných tř́ıd.
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6.2 Metody

Data byla nejprve graficky vyšetřena. Bylo zkoumáno rozděleńı hodnot v rámci

čeled́ı (obrázek 10) i v rámci druh̊u (obrázek 11). Z obrázk̊u lze usuzovat na
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Obrázek 10: Boxplot hodnot fraktálńı dimenze pro čeledi

normálńı rozděleńı v rámci skupin, což je jedńım ze základńıch předpoklad̊u

diskriminačńı analýzy (viz kapitola 4.3). Toto bylo ověřeno Shapiro-Wilkovým

testem na hladině významnosti α = 0.05.

U čeled́ı byla všechna rozděleńı pro fraktálńı dimenzi plochy listu v rámci sku-

pin ohodnocena jako normálńı (na zvolené hladině významnosti nelze zamı́tnout

nulovou hypotézu). U fraktálńı dimenze skeletu byla zamı́tnuta nulová hy-

potéza u čeled́ı Dryopteridacea a Roseacea. Pokud by byla nenormalita zp̊usobena

odlehlými hodnotami a nikoli zešikmeńım rozděleńı, bylo by nutné tyto hod-

noty z analýzy vyřadit, protože diskriminačńı analýza je na tento druh porušeńı
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alchemilla carthusiana fragaria polystichum rubus
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Obrázek 11: Boxplot hodnot fraktálńı dimenze pro druhy

normality náchylná [32]. Po vyřazeńı těchto hodnot a opětovném testováńı

normality byly výsledky stejné jako při zachováńı odlehlých hodnot. Proto

můžeme usuzovat, že nenormalita je výsledkem zešikmeńı dat, což je porušeńı

předpokladu, se kterým si dokáže diskriminačńı analýzy poradit [32].

Dále došlo k vyšetřeńı rovnosti medián̊u pomoćı ANOVY. Protože jsou data

normálně rozdělená, je klasická ANOVA vhodněǰśı než Kruskal-Wallis̊uv test,

který je metodou neparametrickou. ANOVA ukázala, že mediály uvnitř skupin

(jak čeled́ı, tak druh̊u) se signifikantně lǐśı. To je základńım předpokladem pro

diskriminačńı analýzu.

6.3 Výsledky

Ćılem diskriminačńı analýzy bylo ověřit myšlenku, že na základě fraktálńıch

parametr̊u list̊u lze úspěšně klasifikovat listy do př́ıslušných tř́ıd. Parametry,

dle nichž prob́ıhala diskriminace, byly fraktálńı dimenze plochy a fraktálńı di-
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Skutečné zařazeńı

Roseacea Blechneacea Dryopteridacea

Výsledek modelu

Roseacea 16 0 1

Blechneacea 1 2 0

Dryopteridacea 0 0 14

Tabulka 4: Výsledky diskriminačńı analýzy zařazeńı do př́ıslušných čeled́ı

menze skeletu. Jako tř́ıdy posloužily jednak čeledi, tak i jednotlivé druhy.

Nejprve byla testována úspěšnost při klasifikaci do tř́ıd. Prvńım krokem bylo

vytvořeńı kontrolńıho datasetu. Tento dataset tvořila jedna čtvrtina dat. Vzhle-

dem k tomu, že data nebyla řazena podle žádného kĺıče, byla kontrolńı sku-

pina poř́ızena prostým výběrem každého čtvrtého prvku p̊uvodńıho datasetu.

Všechna data, která nepatřila do kontrolńıho datasetu, tvořila trénovaćı da-

taset. Kontrolńı dataset tvořilo 34 pozorováńı, trénovaćı dataset č́ıtal 99 po-

zorováńı, přičemž byl zachován poměr mezi prvky v trénovaćım a kontrolńım

datasetu pro každou čeled’.

Na trénovaćım datasetu byla provedena lineárńı diskriminačńı analýza v pro-

gramovém prostřed́ı R (př́ıkaz lda() z baĺıčku MASS). Na kontrolńım vzorku

pak byla testována úspěšnost předpovědi. Výsledky jsou v tabulce 4. U čeled́ı

Roseacea a Dryopteridacea byla úspěšnost předpovědi vysoká - 94,1 %, re-

spektive 100 %. Úspěšnost předpovědi u Bleneacea byla sice jen 66,6 %, což

ale může být dáno velmi ńızkým počtem zástupc̊u této čeledi v kontrolńım

vzorku. Celková úspěšnost je 94,1 %, což je velmi dobrý výsledek.

Vzhledem k tomu, že se pohybujeme jen ve dvourozměrném prostoru, je možné

výsledky přehledně vizualizovat.

Druhým úkolem bylo testovat úspěšnost zařazeńı k jednotlivým druh̊um.

Vzhledem k malému počtu vstupńıch dat a naopak poměrně vysokému počtu

tř́ıd bylo upuštěno od rozděleńı datasetu na kontrolńı a trénovaćı vzorek.

Trénováńı prob́ıhalo př́ımo na množině dat, která pak byla evaluována.

Stejným postupem - tedy lineárńı diskriminačńı analýzou v prostřed́ı R - byly

źıskány následuj́ıćı výsledky:
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Obrázek 12: Výsledky diskriminačńı analýzy pro čeledi

Celková úspěšnost zařazeńı je jen 66,2 %, úspěšnost zařazeńı k jednotlivým

rod̊um se pohybuje mezi 47 a 90 %, většinou je však okolo 65 %. Tento výsledek

neńı úplně špatný, nicméně nedá se ř́ıct, že by na základě pouhé fraktálńı

dimenze bylo možné detailně rozlǐsovat mezi jednotlivými druhy rostlin.

6.4 Diskuze

Úspěšnost předpovědi se výrazně lǐśı při řazeńı do čeled́ı a při řazeńı k jed-

notlivým druh̊um. Listy druh̊u, patř́ıćı do jedné čeledi, se tvarově nelǐśı to-

lik, jako listy druh̊u z jiné čeledi. Tyto zásadńı rozd́ıly v tvarech se podařilo

pomoćı fraktálńı dimenze odhalit a popsat. Nicméně fraktálńı dimenze ne-
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Skutečné zařazeńı

alch ble cart f-m fra poly rub

Výsledek modelu

alch 13 0 0 0 2 0 6

ble 3 11 1 0 0 0 6

cart 0 0 17 0 0 2 0

f-m 0 0 2 8 1 6 0

fra 3 0 0 1 15 0 2

poly 0 0 3 4 0 9 2

rub 3 0 0 0 3 1 15

Tabulka 5: Výsledky diskriminačńı analýzy zařazeńı k př́ıslušným rod̊um

dokázala rozlǐsit mezi jednotlivými druhy, kde jsou rozd́ıly detailněǰśı a sṕı̌se

než ve tvaru je lze pozorovat ve velikostech a jiných kvantitativńıch charakte-

ristikách.

Zdá se tedy, že fraktálńı analýza je schopná rozlǐsovat mezi tvary, výrazně se

lǐśıćımi a to bez ohledu na jejich velikost. Neńı ale schopna zachytit detaily.

Tato robustnost sice limituje využit́ı u řady studíı, v jistých př́ıpadech ale může

být v́ıtanou vlastnost́ı.

Vztáhneme-li toto na geoinformatiku, nab́ıźı se řada úloh, kde je klasifikace

pomoćı fraktálńı analýzy možné použ́ıt.

Např́ıklad budeme-li se zabývat geografíı měst, je určitě zaj́ımavé d́ıvat se na

śıt’ ulic, p̊udorysné struktury apod. Tyto vzorce jsou tvarově charakteristické,

podmı́něné historickými i fyzickogeografickými podmı́nkami. Přitom se budou

město od města lǐsit co se týká rozsahu, plochy, kterou okupuj́ı a budou zde

i daľśı lokálńı rozd́ıly. Fraktálńı dimenze poskytuje nástroj pro porovnáváńı

těchto struktur, přičemž pokud použijeme závěry z této kapitoly, měla by být

schopná odlǐsit mezi morfologicky výraznými strukturami a lokálńı rozd́ıly by

neměly mı́t na výsledek výrazný vliv.

Jiným př́ıkladem může být studium ř́ıčńıch śıt́ı. Tvar ř́ıčńıch śıt́ı je ovlivňován

ve velké mı́̌re tektonickými procesy, stejně jako eroźı a daľśımi geomorfolo-
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přibližná chyba předpovědi: 0.338

Výsledky diskriminační analýzy

Obrázek 13: Výsledky diskriminačńı analýzy pro druhy

gickými procesy [31], a na základě jej́ıho tvaru tedy můžeme usuzovat na ge-

ologickou minulost regionu. V současnosti, kdy poř́ızeńı dat je stále menš́ım

problémem a existuj́ı rozsáhlé globálńı databáze pokrývaj́ıćı celou škálu témat,

je provedeńı podobné analýzy lehce uskutečnitelné. Nab́ıźı se např́ıklad zkoumáńı

fraktálńı dimenze (i daľśıch tvarových charakteristik) ř́ıčńı śıtě libovolné ob-

lasti a na základě porovnáńı s dobře prozkoumanými regiony pak usuzováńı

na procesy, které se účastnily formováńı georeliéfu.

Plat́ı však, že fraktálńı analýzu zřejmě nelze použ́ıt při popisu detailńıch rozd́ıl̊u,

kde se jako lepš́ı řešeńı jev́ı metrické charakteristiky.
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6.5 Závěr

V souladu s jinými studiemi, které se zabývaly možnostmi využit́ı fraktálńı di-

menze při taxonomii a morfometrii ([2],[25]), i zde můžeme tvrdit, že fraktálńı

analýza se ukázala jako vhodný nástroj popisu morfologie list̊u. Cenná je

předevš́ım proto, že umožňuje př́ımo porovnávat jakékoli tvary na základě

jejich složitosti, bez ohledu na metrické jednotky.

Ukázalo se, že na základě pouhých dvou fraktálńıch charakteristik bylo možné

úspěšně separovat druhy, patř́ıćı do tř́ı odlǐsných čeled́ı. Úspěšnost předpovědi

bĺıž́ıćı se k 95 % je velice vysoká a při použit́ı pouhých dvou charakteristik se

jedná o velmi dobrý výsledek. Klasifikace k jednotlivým druh̊um už tak úspěšná

nebyla. Ukázalo se, že docháźı k značnému překryvu hodnot v rámci čeled́ı a

lineárńı diskriminačńı analýza nedokáže data úspěšně separovat. Z obrázku 12

se zdá, že ani nelineárńı klasifikace by nedosáhla lepš́ıho výsledku.

Výsledky ukazuj́ı, že fraktálńı dimenze dokáže dobře charakterizovat takové

struktury, které jsou tvarově výrazně odlǐsné - a to bez ohledu na rozměry a

daľśı metrické charakteristiky - ale nedokáže již úspěšně zachytit detaily.
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7 Př́ıpadová studie 3: Vztah mezi geometríı a

využit́ım funkčńıch ploch

Ćılem práce je zjistit, zda lze popsat kategorie funkčńıch ploch města pouze

na základě jejich geometrických charakteristik. Pokud by se ukázalo, že se jed-

notlivé typy funkčńıch plochy geometricky lǐśı, bylo by tyto poznatky možné

použ́ıt např. při územńım plánováńı.

Výsledky předchoźı studie napov́ıdaj́ı, že pokud existuj́ı mezi jednotlivými ka-

tegoriemi ZFP (základńıch funkčńıch ploch) výrazné tvarové odlǐsnosti, bude

možné je odhalit pomoćı metod v́ıcerozměrné statistické analýzy.

Byla použita data ÚAP (/zemně analytické podklady) z magistrátu města Olo-

mouce, platná pro rok XXX. Základńı funkčńı plochy obsahovaly 2342 ploch

řad́ıćıch se k jendomu z 47 typ̊u, což je ovšem pro klasifikaci př́ılǐs vysoké

č́ıslo. Proto byly plochy rozřazeny do následuj́ıćıch 9 kategoríı: dopravńı plo-

chy, obytné plochy, technická zař́ızeńı, veřejné vybaveńı, vodńı plochy, výrobńı

plochy, zeleň, zemědělské plochy, ostatńı.

7.1 Měřené charakteristiky

U všech ploch byly měřeny následuj́ıćı charakteristiky:

Plocha: měřeno nástrojem Calculate Geometry v ArcGIS.

Obvod: měřeno nástrojem Calculate Geometry v ArcGIS.

Tvar plošky: vyjadřuje kompaktnost plochy, tedy nakolik se plocha svým

tvarem bĺıž́ı kruhu [11].

SI =
p

2 ∗
√
π ∗ A

,

kde v čitateli je obvod plochy a ve jmenovateli je obvod kruhu o stejném ob-

sahu jako má sledovaná plocha. Pro plochu o tvaru kruhu je hodnota rovna

jedné, pro jakýkoli jiný tvar je vyšš́ı.

Mı́ra komplexnosti: v krajinné ekologii se tato metrika označuje jako fraktálńı

dimenze [11], nicméně se skutečnou fraktálńı dimneźı má společného jen málo

[37]. Zde budeme tuto metriku použ́ıvat proto, že je běžně už́ıvaná při analýze
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krajiny a také proto, že odhad skutečné fraktálńı dimenze je náročný jak

časově, tak co se týká softwarových možnot́ı. Při takovém množstv́ı ploch, se

kterými bylo poč́ıtáno v této úloze, je pak téměř vyloučeno poč́ıtat skutečnou

fraktálńı dimenzi každé jednotlivé z nich.

Mı́ru komplexnosti vypočteme podle vzorce, který se objevil už v kapitole 3.3:

D =
2 ∗ log(p)
log(A)

,

kde p je obvod polygonu a A je jeho plocha. I když se nejedná o skutečnou

fraktálńı dimenzi, je tato metrika rozhodně mı́rou komplexnosti tvaru, což plně

vyhovuje ćıli studie.

7.2 Metody

7.2.1 Vyšetřeńı korelace proměnných

Nejprve bylo třeba zjistit, jaké vztahy existuj́ı mezi čtveřićı měřených proměnných

bez ohledu na zařazeńı do skupin. Bylo použito jak grafické analýzy, tak sta-

tistických metod.

Pomoćı krabicového grafu se lze vizuálně přesvědčit, že rozděleńı hodnot je

silně zešikmené a předpoklady normality jsou výrazně porušeny. Normalita v

rámci skupin byla zkoumána Shapiro-Wilkovým testem (viz podkapitola 4.1).

Dále byla zkoumána korelace mezi proměnnými. Bylo použito Pearsonova ko-

eficientu korelace, Kendallova τ a Spearmanova koeficientu pořadové korelace

ρ (všechny metody detailně popsány např́ıklad v [18]). Byly provedeny testy

významnosti zjǐstěných koeficient̊u a výsledky jsou uvedeny v tabulkách 6,7,8.

NS jsou označeny koeficienty, které nebyly vyhodnoceny jako signifikantńı na

hladině významnosti α = 0.05. Grafická reprezentace korelaćı v datech je uve-

dena na obrázku 15.

Zat́ımco Pearson̊uv korelačńı koeficient je negativně ovlivněn odlehlými

hodnotami, nelinearitou vztahu, nesplněńım normality rozděleńı a rozd́ılnými

rozptyly porovnávaných rozděleńı [18], Spearman̊uv koeficient pořadové ko-

relace ρ je mnohem robustněǰśı metodou. Vypoč́ıtá se aplikováńım Pearso-

nova korelačńıho koeficientu ne na data samotná, ale na jejich pořad́ı. Posky-
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Obrázek 14: Boxplot hodnot mı́ry komplexnosti

Plocha Obvod Index tvaru Mı́ra komplexnosti

Plocha X 0,38 0,04 -0,26

Obvod 0,38 X 0,64 NS

Index tvaru 0,04 0,64 X 0,59

Mı́ra komplexnosti -0,26 NS 0,59 X

Tabulka 6: Pearson̊uv korelačńı koeficient

tuje dobré výsledky tam, kde je vztah mezi proměnnými nelineárńı, ale mo-

notónńı. Kendallovo τ je ekvivalentem Spearmanova ρ co se týče předpoklad̊u.

I výsledky bývaj́ı podobné, nicméně interpretace se lǐśı. Kendallovo τ vyjařuje

rozd́ıl mezi pravděpodobnost́ı, že hodnoty dvou proměnných jsou ve stejném

pořad́ı oproti pravděpodobnosti, že nejsou ve stejném pořad́ı [5].

Výsledky ukázané v tabulkách 6,7,8 ukazuj́ı na silné korelace mezi některými

z proměnných. Kromě vztah̊u mezi indexem tvaru a plochou, respektive obvo-

dem se zdaj́ı všechny proměnné být poměrně silně korelovány. Fakt, že Spear-

manovo ρ a Kendallovo τ vycházej́ı výrazně vyšš́ı než Pearson̊uv korelačńı

koeficient (vztah plocha - mı́ra komplexnosti, plocha - obvod) ukazuje ne ne-
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Plocha Obvod Index tvaru Mı́ra komplexnosti

Plocha X 0,75 -0,07 -0,59

Obvod 0,75 X 0,19 -0,33

Index tvaru -0,07 0,19 X 0,50

Mı́ra komplexnosti -0,59 -0,33 0,50 X

Tabulka 7: Kendallovo τ

Plocha Obvod Index tvaru Mı́ra komplexnosti

Plocha X 0,89 -0,11 -0,76

Obvod 0,89 X 0,27 -0,43

Index tvaru -0,11 0,27 X 0,67

Mı́ra komplexnosti -0,76 -0,43 0,67 X

Tabulka 8: Spearman̊uv koeficient pořadové korelace ρ

linearitu vztahu. Protože jsou proměnné silně korelovány, nab́ıźı se možnost

použ́ıt některou z metod redukce dimenze.

7.2.2 Ověřeńı předpoklad̊u pro klasifikaci

Shapiro-Wilk̊uv test byl použit pro ověřeńı normality rozděleńı v rámci kate-

goríı využit́ı funkčńıch ploch pro každou ze čtyř sledovaných proměnných (plo-

cha, obvod, index tvaru, mı́ra komplexity). Pro všechny testovaná rozděleńı

byla zamı́tnuta nulová hypotéza o normalitě rozděleńı na hladině α = 0.05.

Kruskal-Wallis̊uv test byl použit pro potvrzeńı, že existuj́ı signifikantńı rozd́ıly

mezi mediány všech sledovaných proměnných. Výsledky byly signifikantńı na

hladině α = 0.05.

Vzhledem k silnému porušeńı normality a tedy i předpoklad̊u diskriminačńı

analýzy viz kapitola 4.3.1) nebylo možné použ́ıt této metody. Mı́sto ńıbylo

použito analýzy klasifikačńımi stromy, která neklade podmı́nky na rozděleńı

dat a je schopná odhalit i nelineárńı vztahy, které mohou mezi proměnnými

existovat. Nav́ıc interpretace klasifikačńıho stromu je snadněǰśı a přirozeněǰśı

než interpretace diskriminačńı funkce.
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Obrázek 15: Grafické znázorněńı korelaćı v datech: Pearson̊uv korelačńı koefi-

cient, Kendallovo τ , Spearman̊uv koeficient pořadové korelace (zleva doprava)

7.3 Výsledky

Analýza byla provedena v prostřed́ı R (nástroj ctree() v knihovně party).

Výsledky analýzy jsou v tabulce 9, reprezentace stromu je na obrázku 16.

Skutečné zařazeńı

DP OB OST TECH VÝR VV VP ZEL ZEM

Výsledek modelu

DP 8 1 0 0 0 0 0 56 41

OB 1 56 0 0 0 0 0 4 289

OST 0 7 0 0 0 0 0 3 51

TECH 0 3 0 0 0 0 0 1 23

VÝR 0 22 0 0 0 0 0 4 113

VV 1 22 0 0 0 0 0 1 146

VP 1 2 0 0 0 0 15 58 74

ZEL 2 4 0 0 0 0 5 236 348

ZEM 5 37 0 0 0 0 0 59 643

Tabulka 9: Výsledky klasifikace k př́ıslušným funkčńım plochám

Úspěšnost zařazeńı do jednotlivých tř́ıd funkčńıch ploch je v tabulce 10.

Je vidět, že s výjimkou zemědělských ploch je úspěšnost předpovědi mizivá.

Celková úspěšnost je 40,9 %, kromě právě zemědělských ploch ale žádná z

ostatńıch funkčńıch ploch této úspěšnosti nedosáhne. Z klasifikačńıho stromu

je vidět, že proměnná plocha se na klasifikaci nepod́ıĺı a nepřisṕıvá k rozlǐseńı

mezi jednotlivými skupinami. Naopak mı́ra komplexnosti (označená jako fd)
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Obrázek 16: Grafická reprezentace klasifikačńıho stromu

Funkčńı plocha DP OB OST TECH VÝR VV VP ZEL ZEM

Úspěšnost zařazeńı (%) 7,5 16 0 0 0 0 10 39,7 86,4

Tabulka 10: Úspěšnost zařazeńı funkčńıch ploch

se uplatňuje zejména ve vyšš́ıch patrech klasifikačńıho stromu. Spodńı větve

jsou klasifikovány zejména na základě veličin index tvaru (si) a obvod plochy

(perimeter). To jen potvrzuje závěr předchoźı úlohy, kdy bylo konstatováno,

že fraktálńı dimenze dokáže rozlǐsit mezi výraznými tvary, ale lokálńı rozd́ıly

nedokáže spolehlivě popsat.

7.4 Diskuze

Výsledky analýzy ukazuj́ı, že na základě geometrických charakteristik neńı

možné rozlǐsit mezi jednotlivými typy městských funkčńıch ploch. Vysoká

úspěšnost zařazeńı ke správné kategorii byla jen u zemědělských ploch, do

této kategorie ale byly zařazeny téměř všechny špatně klasifikované plochy z

ostatńıch kategoríı, a proto ani zde nejsou výsledky uspokouj́ıćı.

Vliv na výsledky mohou mı́t jak zvolené geometrické charakteristiky, tak i me-

tody výpočtu.
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Největš́ı otazńık je u použit́ı mı́ry komplexnosti namı́sto fraktálńı dimenze.

Vzhledem k velkému počtu ploch ale nebylo možné poč́ıtat přesný odhad

fraktálńı dimenze pro všech v́ıce než 2000 vyšetřovaných ploch a mı́ra kom-

plexnosti je rovněž ukazatelem složitosti tvaru, proto by tato veličina měla být

vhodným ukazatelem pro tento druh analýz.

Rovněž se nab́ıćı použit́ı jiných metod klasifikace. Neuronové śıtě, support vec-

tor machine a jiné statistické metody se běžně použ́ıvaj́ı pro klasifikaci prvk̊u

do tř́ıd [15]. Klasifikačńı stromy jsou však spolehlivou, lehce interpretovatelnou

metodou, která se jev́ı jako vhodná vzhledem k nenormalitě rozděleńı dat.

7.5 Závěr

Navzdory pozitivńım závěr̊um předchoźı studie se ukázalo, že městské základńı

funkčńı plochy nelze klasifikovat na základě jejich geometrických charakteris-

tik k př́ıslušnému typu funkčńı plochy. Pouze geometrcké charakteristiky ne-

popisuj́ı dostatečně rozd́ıly těchto ploch a nelze je tey použ́ıt jako podklad k

územńımu plánováńı.

48



8 Diskuze

8.1 Kvalita dostupných software pro výpočet fraktálńı

dimenze

V kapitole 3.3 byly představeny nástroje pro výpočet fraktálńı dimenze inte-

grované v GIS. Mimo GIS však existuje řada nástroj̊u pro výpočet fraktálńı

dimenze, namátkou jsou to Fractalyse1 nebo HARFA2, vyvinutý na Fakultě

chemické na VUT Brno a dostupný jako sciware. Fractalyse má v sobě za-

budouvanou celo řadu rozd́ılých metod pro výpočet fraktálńı dimenze, rovněž

HARFA umožňuje vysoce sofistikovanou analýzu obrazových záznamů a na-

rozd́ıl od Fractalyse neńı omezen jen na binárńı obrazové záznamy.

Bohužel r̊uzné metody při r̊uzném nastaveńı v obou software poskytuj́ı značně

odlǐsné výsledky. Na stejnou problematiku se zaměřil [34] a ukázal, že mnoho

dostupných programů pro výpočet fraktálńı dimenze podává jiné výsledky i

při zkoumáńı jednoho tvaru jednou metodou (rozd́ıly může zp̊usobit např́ıklad

otočeńı obrazového záznamu). Stejně tak žádný z testovaných progran̊u se

neuměl vypořádat s geometricky hladkými tvary a např́ıklad pro čtverec či

kruh poč́ıtal neceloč́ıselnou dimnezi.

Přitom každý útvar má přesně jednu dimenzi, a všechny metody pro výpočet

fraktálńı dimenze, při všech nastaveńıch, by měly podávat stejné výsledky.

Toto je velkým úskaĺım fraktálńı analýzy. Nespolehlivost dostupných řešeńı

může vést k zaváděj́ıćım výsledk̊um i při správném provedeńı analýzy. Jako

nejspolehlivěǰśı se jev́ı ř́ıdit se při výběru metody podle principu Occamoy

břitvy a vybrat si takové řešeńı, které se jev́ı jako logicky nejúsporněǰśı a kde

šance udělat chybu je nejmenš́ı.

8.2 Perspektivy fraktálńı analýzy v geoinformatice

V současnosti existuje celá řada publikaćı, zabývaj́ıćı se možnostmi využit́ı po-

znatk̊u fraktálńı geometrie v geovědách. Většinou se však omezuj́ı na pouhý

1http://www.fractalyse.org/
2http://www.fch.vutbr.cz/lectures/imagesci/
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popis objekt̊u jejich fraktálńı dimenźı, nepatrné množstv́ı se zabývá simula-

cemi.Klasickou úlohou je měřeńı fraktálńı dimenze a sledováńı jej́ı velikosti v

závislosti na r̊uzných parametrech (at’ už je to čas [1], socioekonomické údaje

[7] nebo nebo jiné charakteristiky.) Situace, kdy by celá aplikace byla založena

čistě na fraktálńı dimenzi je ojedinělá, většinou bývaj́ı fraktálńı charakteris-

tiky kombinovány s daľśımi veličinami. Výjimkou je např́ıklad studie [28], kteř́ı

využili fraktálńı dimenzi obrazových záznamů RADARSAT-1 SAR k automa-

tické detekci ropných skvrn na moři.

Jak už bylo zmı́něno dř́ıvě v textu, existuje v́ıc algoritmů pro odhad fraktálńı

dimenze a tyto algoritmy podávaj́ı rozd́ılné výsledky. Např́ıklad TPSA algo-

ritmus má mnoho obměn, jejichž výsledky se lǐśı [21] a je tedy otázkou, kterou

metodu použ́ıt.

Publikace zabývaj́ıćı se fraktálńı dimenźı v geovědách lze tedy rozdělit na dva

základńı proudy - publikace, zabývaj́ıćı se vývojem a testováńım algoritmů, a

publikace zabývaj́ıćı se fraktálńımi charakteristikami objekt̊u.

V oblasti geografie śıdel se studie omezuj́ı většinou na popis r̊ustu města z hle-

diska jeho fraktálńı dimenze ([1]), př́ıpadně spojuj́ı fraktálńı dimenzi s daľśımi

ukazateli ([7]).

Vzhledem k tomu, že reálné objekty nelze popsat matematickým předposem

(tak jak to jde u matematických fraktál̊u), jsou možnosti předpovědi a simulace

fraktálńıho chováńı reálných objekt̊u velmi omezené. Hlavńı oblast použit́ı tedy

z̊ustává u prostého popisu objekt̊u a tvar̊u z pohledu jejich fraktálńı dimenze.

Kromě tvaru zástavby, která je zkoumána nejčastěji, se nab́ıźı hlavně apli-

kace při studiu śıt́ı (komunikačńıch, inženýrských i vodńıch). Můžeme u nich

totiž často sledovat opakované struktury větveńı. Nab́ıźı se např́ıklad možnost

sledovat závislost výskytu nehod na lokálńı fraktálńı dimenzi komunikaćı. Po-

dobných př́ıklad̊u je možné naj́ıt v́ıce a zálež́ı ždy na individuálńım uvážeńı,

zda složitost tvar̊u (o které fraktálńı dimenze vypov́ıdá) je v dané studii smys-

luplnou proměnnou.
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Uvažujeme-li o využit́ı fraktálńı geometrie ke studiu objekt̊u reálného světa,

vyvstává ještě jeden problém, který jmenuje [29]: nakolik jsou reálné objekty

skutečnými fraktály? Mnoho autor̊u ukazuje, že objekty reálného světa maj́ı

fraktálńı charakteristiky, at’ už se jedná o soběpodobnost nebo soběpř́ıbuznost

(např́ıklad [1], [27], [30]). Žádný z reálných objekt̊u však nevykazuje tyto

charakteristiky ve všech měř́ıtkách, tak jako matematické fraktály. Např́ıklad

sledujeme-li opakuj́ıćı se struktury v p̊udorysné stavbě města, nikdy nelze j́ıt

hluoběji než do dvou, maximálně tř́ı přibĺıžeńı. Stejné plat́ı i pro opakuj́ıćı se

struktury větveńı śıt́ı, až už ř́ıčńıch, nebo komunikačńıch, inženýrských.

Je tedy otázkou, nakolik je fraktálńı dimenze vypov́ıdaj́ıćı charakteristikou u

objekt̊u, které nejsou striktně fraktálńı, př́ıpadně v jakém měř́ıtku má cenu

tyto objekty zkoumat. Při generalizaci tvar̊u se totiž typické vzory ztrácej́ı a

t́ım se snižuje i fraktalita těchto tvar̊u.
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9 Závěr

Tato práce se snažila přibĺıžit možnosti použit́ı fraktálńı analýzy v geovědách,

zejména v geografii śıdel. Práce podává stručný teoretický základ a definice

fraktálńı dimenze, představuje několik metod jej́ıho odhadu a zabývá se třemi

př́ıpadovými studiemi.

V prvńı studii je zkoumán r̊ust města z pohledu jeho fraktálńıch charakteris-

tik. Ukazuje se, že plocha, kterou město okupuje, je silně korelována s jeho

fraktálńı dimenźı.

Druhá studie se zabývá možnostmi aktomatické klasifikace objekt̊u na základě

jejich fraktálńıch charakteristik. Listy rostlin patř́ıćı do tř́ı čeled́ı jsou úspěšně

klasifikovány jen na základě jejich fraktálńıch charakteristik, což potvrzuje, že

fraktálńı dimenze je cennou informaćı pro klasifikačńı úlohy.

Třet́ı studie se snaž́ı aplikovat poznatky vyplývaj́ıćı z druhé studie na př́ıklad

klasifikace městských funkčńıch ploch na základě jejich geometrických charak-

teristik. Výsledky ukazuj́ı, že tyto plochy nelze od sebe odlǐsit jen na základě

jejich geometrických charakteristik a že pro úspěšnou klasifikaci je třeba naj́ıt

daľśı, negeometrické parametry objekt̊u.
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[16] Hausdorff F., Dimension und äußeres Maß. Mathematische Annalen

79(1–2): 157–179., 1919.
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[cit. 2011-03-08]. Dostupné z WWW: <http://74.125.155.132/

scholar?q=cache:hJ9snVYVmdMJ:scholar.google.com/+CART%E2%80%

94classification+and+regression+trees+Steinberg&hl=cs&as_sdt=

0&as_vis=1>. 2009.

[39] Sun, W., Three New Implementations of the Triangular Prism Method for

Computing the Fractal Dimension of Remote Sensing Images. Photogram-

metric Engineering and Remote Sensing 373-382., 2006.

56



[40] Szustalewitz A., Vassilopoulos A. Calculating the Fractal Dimension of

River Basins, Comparison of Several Methods. Biometrics, Computer Secu-

rity Systems and Artificial Intelligence Applications, 299-309., 2006.

[41] Tabachnick, B. B., Fidell, L. S., Using multivariate statistics. HarperCol-

lins College Publishers. New York, NY., 1996.

bibitemhotho06 Hothorn, T., Hornik, K., Zeileis, A., Unbiased Recursive

Partitioning: A Conditional Inference Framework. Journal of Computatio-

nal and Graphical Statistics, 15(3): 651–674., 2006.
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